Trave continua

Con riferimento alla trave in figura

assumendo la soppressione del vincolo in B ai fini dell’applicazione del metodo delle forze si chiede di:-

* classificare la struttura (labile, isostatica, iperstatica)

* determinare le reazioni vincolari

* sirappresentino i diagrammi delle sollecitazioni interne (T, M) in opportune scale, riportando anche le
equazioni (indefinite di equilibrio delle singole travi o di equilibrio di porzioni di tronchi ) dalle quali si
sono dedotti i valori numerici riportati nei predetti diagrammi

* sirappresenti la deformata a maniera.
Siponga: a=1[m], C=30[kNm], F=40[kN], q=20[kN/m],

o

Classificazione struttura
i gradi di liberta g.d.l. sono 3-t=3-1=3;
i gradi di vincolo (molteplicitd) S =2+2 +2 =6;
2 per ognuna delle cerniere in B, in E, in G .

La struttura puo essere iperstatica oppure labile

z Cs Ce Ca

Y¢A BR c b K F AG

I centri di rotazione, relativi alle tre cerniere, non possono coincidere per cui la struttura non ¢ labile

La struttura ¢ 3 volte iperstatica.
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Semplificazione

Sulla struttura non esistono carichi diretti secondo 1’asse z.

Per questo: le componenti dei vincoli , dirette lungo z , sara 0.

E possibile sostituire le cerniere in B ed in G con dei carrelli.

Per la soluzione del problema ¢ necessario scegliere uno schema isostatico equivalente.

: qwﬂﬂﬂm&‘\ [T .l,.H.Hl,.H,HqG
y$ A A F A
L 2a L 2a \,a La L 2a L 2a L

A 71 7 71 7 7 71

La traccia chiede che il carrello in B sia stato sostituito dalla sua reazione vincolare X che deve essere calcolata.

C F
B vereatgqu 0 00 N svwsssomar srnusann
(R c YA "

Cio sara fatto utilizzando gli schemi base ed imponendo nullo lo spostamento della sezione in B
Convenzione segni spostamenti ¢ deformazioni YVE’;)
’ M

Per effettuare il calcolo si divide la trave in due tronchi, tagliandola nella sezione E come indicato in figura

Q T \Czié \ Fj\r\\l_kiu,&

Tronco 2

Tronco 1

Nelle due figure che seguono sono riportati, separatamente, i due tronchi

C c F
. qgmm\qﬂWW“’\ - “EIITIRIIIIR,
yF Bx c _y B WX F A

4a L 4a L

A K A

Al tronco 1 ¢ stato aggiunto incastro in quanto esso risulta, all’origine, continuo con il tronco 2.

Al tronco 2 ¢ stato aggiunto il tratto rigido BE per visualizzare il movimento del punto B in dipendenza dei carichi
applicati

Il momento Mg ¢ il momento risultante nella sezione E di tutti i carichi applicati tra la sezione A e la sezione E
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Trave continua

Analisi deformazione del Tratto 2

Deformata

Nella figura ¢ riportato il tronco 2 dove ¢ indicata anche la sua possibile deformata.

Nella sezione in E ci sara una deformazione angolare ¢, che fara ruotare (nel disegno in senso orario) il tratto
rigido BE per cui la sezione in B si sollevera di una quantita vs, ( verso 1’alto y negativo)

Considerati i piccoli spostamenti vale la relazione

V=@ Ly =@, 4a

Sul tronco sono applicati: il carico continuo g, la forza F, il momento Mg; che rappresenta 1’azione dei carichi

agenti sul tratto BE

Vale il principio di sovrapposizione degli effetti per cui si valuteranno le deformazioni determinate dai singoli

carichi e poi si effettuera la somma algebrica.

Calcolo momento Mg

o~
>
~
o\
\

L 2a 2a J a

Qs
@ Q
qm’lﬁ\h\ (B) ql L (C) /rrfl'mq (D) B
A B o5 B o E B C D0 E
|43 ) 4a a 2a a/3 2a 7

Nella fig(A) ¢ riportato il tratto BE con tutti i carichi applicati,

I vari carichi i producono ognuno un momento rispetto alla sezione E, il momento Mg ¢ la somma dei singoli

16
Mle?qaz

momenti
11 carico continuo trapezoidale ¢ stato diviso in due: uno costante rettangolare ed variabile linearmente
triangolare.
Il carico Q; di intensita QO —q2a_ -a daraun momento paria M ,,=0,- 4a+ia
1 =Ty T q p 01— Y1 3

Il carico Q, di intensita (Q,=¢g-2a=2qga dard un momento pari a MQ2:Q2-(2 a+a)

Il carico Qsdi intensita  Q,= % =qa  daraunmomentoparia M ,;=0; ( 2a+

La coppia in D produrra un momento pari a
La forza X produrra un momento con rotazione oraria pari a

2
—~a

3

|

MQ2=6qa2
8
MQ3:§qa2
M.=C
M,=—X-4a

I carichi q e la coppia C producono una rotazione antioraria positiva , la forza X una rotazione oraria negativa

Il momento Mg ¢ la somma dei singoli momenti

ME:MQ1+MQ2+MQ2+MC+MX:13—6qa2+6qa2+§qa2+C—X-4a ME=14qa2+C—X-4a
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Analisi deformazione del Tratto 2

Per il calcolo delle deformazioni si fara riferimento alla tavola contenente soluzioni di problemi elastici notevoli
Si tenga presente che nel caso in esame /=4a eche invalore assoluto C,=C,=C

Carico Continuo

V“ZI 9w I

3

=41 ; e °

formula Y= ou gy i 4a | ia ‘%
: _ q-(4a)3 _ 8 a
che diventa Y| P="3 qu
. ot 4

lo spostamento dela sezione B ¢ Vo= ¢q2-4a:—§%- a:—?;—quCIl VqZ:_?’s_quCIl (21
Forza in mezzeria VFZI = lF

FI’ —
f 1 —— AL 4a AL 4a J
ormua V=" 161
. F-(4a) F-d
he divent =—— =—
che diventa @y 6 &l @ i
lo spostamento della sezione ¢ vF2=¢F2-4a:—F'a2-4a:—4F'a’3 y :_4F-a3 (22
1 EI 2 El
Momento Mg
M
B F%QP&R G
formula @ ue= < VMEI = 3 A
3EI
L 4a AL 4a L
) M-4a 4 Mya
chediventa ¢,,= 3Bl Pur=3 "p;
4 Mpa | 16Mpd

1 t to dell ione B = da=— =
o spostamento della sezione V= Quprda=g—prda=—

2 2
VME:%%‘ME:E— (14qa2+C—X-4a)

- 2 tituendo: 4.
ma M.=14ga+C—X-4a sostituendo: 3 El

224 qga* 16 C-d> 64 Xa’
— +— —— (23
ME 3 EI 3 EI 3 EI
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I singoli spostamento sono:

Ve, =—4

EI

Vyue=—

_224qd' 16 Cd’ 64 Xa’

3 EI

3

EI

3 EI

Lo spostamento totale della sezione B ¢ la somma dei singoli spostamenti

Vpa=Vat Vet Vg

. 32 q-a* F-a'| (224 ga* 16 C-a° 64 Xa’
tituend =—="= |+ -4 + +— ——
SOS‘enovm( 3E1)( El |'\"3 EI"3 EI 3 EI
4 2 3 3
da cui V32:64ﬂ+ﬁ Ca”_ ,Fa 64 Xa
EI 3 EI ET 3 EI
Analisi deformazione del tratto 1
(A) Tal] c
z OB O e [ 2
yi A B C ,DK E
X
L 2a 2a L a_ | a
Si analizzano gli spostamenti della sezione B dovuti ai singoli carichi
Carico Q,
Questo carico produce un abbassamento della sezione B, calcolarlo si sposta il ®) -
carico nella sezione o "
Spostando la forza Q; nella sezione B ¢ necessario applicare, in B, il momento
Mg che Q, ha rispetto a B. Come riportato nella figura a lato lo' B)
MO1
In precedenza ¢ stato ricavato  Q,=¢q-a Q 4: o F
. . 4 4 4,
Rispetto alla sezione B esso ha un momento M ,, =0, 34=qaza=3qa
Mediante gli schemi notevoli si ricavano gli spostamenti prodotti dalla forza e dal momento, sinoti [/=4a che
a
Mo/ B) l (B)
vmat E B
L 4a Voi £
! ‘L 4a
Per il momento Mg,
formula v :C_-12
MOl EI
M, (4a) 4 (44l 32 ga* )
. _ My, _ 2 _32qa 32 ga
che diventa VMgl—T—gqa ﬁ—?ﬁ VMle?qE—I (11
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Per il carico Q

formula y :F'Z3
o1 3 ET
(4a) ) 3 4
che diventa vQI:Ql( a) —494 (4a) _064 gqa’
3EI 3EI 3 EI

Coppia C applicata nella sezione D, in questo caso /=a

VBC1

_ 64 ga'
Y= 3

c/
B D

C Vact (pCD
Vac2|

B D E
L 3a \a

A 7

La coppia C impone una deformazione al tratto DE con un abbassamento
rotazione @,

11 tratto BD ¢ scarico per cui non si deforma, ma ruota di un angolo pari a
ulteriore spostamento di B paria v,

Lo spostamento della sezione B sara la somma dei due spostamenti

(12

Ve, dellasezione D ed una sua

@cp »questa rotazione produce un

Per v formula v :C_-12 che diventa v :C'_az
BC1 BC1 2 EI BC1 2 EI
Per ¢@., formula @cp= %—; che diventa @cp= %
. . . C-a C-a’
P | t tisih = 3a= 3a=3
er piccoli spostamentisiha vy, = @op3a=—rr3a 7
\ Ca ,Cd_17Cad 7C-a°
Lo spostamento totale sara vy, =V +V 5= Y +3 7 -2 El VBO:EE—? (13
La forza X applicata nella sezione B in questo caso /=4a
4a X
B VBXI E
P E B 1
La forza impone una innalzamento v, dellasezione B v,
Per il carico X formula Vox = F_13
O 3El
. X-(4a) _ 64 Xd’ 64 Xa’
he divent E———=— =——2= | (14
che diventa Y 3 El vor="3 g | ¢
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Carico continuo trapezoidale tra le sezioni B e C

T Q
z % |

B C E
V\l/ 2a 2a

Lo spostamento della sezione B si ricavera dalla somma di degli spostamenti della sezione C relativi al tratto CE e
degli spostamenti di B relativi al tratto BC

Si calcola il carico localizzato Qr , equivalente al carico continuo, e qm @ . N /I’Q

. .. . . . \ 2 QT
lo si posiziona nella sezione C, nella stessa sezione ci sara un e . G .
momento Mqr dovuto allo spostamento della forza dalla sua 2a 22 2a

posizione alla sezione C

Si divide il carico continuo in due: uno rettangolare ed uno
triangolare.

(T © (D)
C . . . . s B D E b E
I due carichi equivalenti sono stati calcolati in precedenza . 7 PR 7

0,=2qa 0:=qa

Con i dati segnati in figura si calcolano i momenti delle due forze rispetto alla sezione C

2 2 )
My, =0ya=2qaa MCQ2=2qa2 ¢ MCQ3:Q3'§a:C]Cl'§a Mcszg‘Iaz

I totali saranno: Q,=Q,+0,=2qa+qa Or=3qa

2 8
€ MCQT:MCQ2+MCQ3:2qaz+§qa2 MCQTZEqa2

Le relazioni degli spostamenti e delle deformazioni angolari per un carico localizzato e per il momento sono in
questo caso [=2a

Qr
3 2
le relazioni fondamentali sono vCQT:% vCMQT:% Mot ( c
B FZZ B Cl veor varet \
(pCQT—m (pCMQT_E varc2 QT
si ha 2a I’ 2a
v =y v :Qr(za)3+MCQT(20)2:3qa(2a)3+§qaz(Za)z
grel Teor T EeMer T 3 gy 2EI 3El 3 2EI
3 2 2 4 4 4
. _qa-8a  4qa-4a __qa , 16 qga _40 ga
dacul Vo =TSR VRS A Vorer =3 gy

per gli angoli si opera in modo simile

_ _QT(2a)2 MQT(Za)_3qa(2a)2 8 ga’(2a)
Vo= Veor® Vovor =5 g " g~ 2B '3 E
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da cui :3qa(4a2)+§qa2(2a):6qa3+£q_613
Vo= E T3 EI EI 3 EI

3
344qa ,

lo spostamento dovuto alla rotazione € vy, = @p2a= 3 '

infine lo spostamento complessivo Vi, =Vore+Vores = 40 q_a4 + 68 q_a4
BOT — Y QTC1 orc2— 3 EI 3 EI

Spostamenti della sezione B dovuti al carico trapezoidale rispetto alla sezione C

_34qd
Peo=3 pr
_68 qa4
Yorer=3
ga'
VBQT:36E (15

[1=2a

Si ipotizza di inserire in C un incastro virtuale e si scompone il carico trapezio in un carico rettangolare ed un

carico triangolare

T
afllle |l <IN
B C E VBQ{
L 2a 2a
! 2a
Le relazioni degli spostamenti sono
carico costante
r . ‘](2“)4 164" at
formula VBkang che diventa Veor="g 7 = qg Z VBQRzz% (16
carico triangolare
4 4 4
_ ql . _q(2a)* _g-16a 8 a-at
formula Vo= 30 E che diventa Vo= 305~ 30E o= 5 ‘IE[ (17
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Gli spostamenti trovati per il tronco uno sono

_ 32 gqa° _ 64 ga* _1c-a 64 Xd’
VMo =3 g Yo Vo= TR Yox =T 3 r
ga* g-a' 8 ¢q-a’
Vaor =307y Vaor=2"F Va0 =15 Fr

Lo spostamento totale del punto B ¢ la somma dei singoli spostamenti

Ve1=Vumo1 Vo1t VeatVox T Veort Vaort Vi

sostituendo v zgq_a‘l.FﬁQ_aZ‘+ZC—az_ﬁX_a3+36Q_a4+2q_a4+iq_a4
BU"3 EI 3 EI 2 EI 3 EI EI EI 15 EI

ga* (32 64 8\ 64 Xa' 7C-d’
| =+ —+36+2+— |- ——+—
EI\3 3 15) 3 EI 2 EI

da cui V=

infi 108 ga 64 Xa' 7
fime VelT s Bl 3 EI 2 EI

16Ca"_,Fa’ 64 Xa

4
= = q'a
VBT 15 Er 3 EI 2 EI VeSO et T T Y e TS

. 1058 qa* 64 Xa° 71C-a° _, qa' 16C-a° ,Fa’ 64 Xa'
tituend = +— +64 +—
sostituendo V8=15 EI 3 EI 2 EI El 3 EI ' EI 3 EI

deui v o2018gd 18X 53Cd, Fa
B~ 15 EI 3 EI 6 EI EI

. B 2018 gqa* 128 Xa® 53 C-a° | Fa' _
imponendo v, =0 V=T TS T Y YE

. 2018 4 128 5 53 2 3 2018 , 128 37
h —qga ———Xa+—=C-a+—4Fa= —qga" ——Xa+—C—-4Fa=
si ha 15qa 3 a+6Ca+ a’=0 lsqa 3 a+6C a=0
3-(—2?;8qa2+%0—4Fa
si ricava I’espressione della forza X=
128a
Ricordato che a=1[m], C=30 [kKNm], F=40[kN], q=20[kN/m],
2018 2, 53
—20-1"+=—30—4-40-1
15 6 )

si ottiene X =3 =65,523[kN |

128-1
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Calcolo Reazioni vincolari

Si considera il corpo libero associato, sostituendo ai carichi continui i carichi concentrati equivalenti.

Y¢ A BA a3 D) E Q.
4a/3 X a Re v Re
a a 2a 2a

Si considera 1’equilibrio alla rotazione attorno alla sezione G

Z M(ZG):O F-2a+Q4-2a+RE-4a+C+Q3-(6a+%a)+Q2-7a—X-8a+Q1-(8a+%a)=0
[ carichi valgono Q,=q-a=20[kN] 0,=2qga=40[kN | 0,=qa=20[kN] 0,=q-4a=80[kN |

Sostituendo si ha. F~2a+q-4a-2a—RE-4a+C+qa-(6a+§a)+2qa-7a—X-8a+q-a-(8a+§a):O

da cui F-2a+8qa2—RE-4a+C+23—0qa2+14qa2—X-8a+%qa2=0

F-za—RE-4a—X-8a+C+qa2(8+23—0+14+%):0 F-2a—R,4a—X-8a+C+38qa’=0

F2a—X- 2 40-2— 2- -2
RE:( a ic;+c+38qa ) _(40-2-65,5 48+30+38 0>:86,46[kN]

Per calcolare la reazione Rg

ZFy:O 0,—X+0,+0;+0,—R;+F—R;=0
R.=0,—X+Q0,+0;+0,— R, +F=20—65,52+40+20+80—86,46+40=48,02 [ kN |

R,=48,02[kN |
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Diagrammi e deformata

Taglio

71,98

) 45,52
- .,
.
L c D E G
AT QI
14,48 -8,02
-20,00
48,02

In A non c’¢ forza localizzata per cui il taglio ¢ 0
Sul tratto AB il taglio € negativo e varia in modo quadratico il suo valore minimo si ha in B e vale

T=—q 22l:20-1:—20

Nella sezione B ¢’¢ la reazione X per cui sulle due facce avremo tagli diversi: 7 ,o=—20[kN ]
T 3p=—20+65,52=45,52[kN |
Nel tratto BC ¢ presente un carico continuo ¢(z) variabile linearmente per cui il taglio variera con andamento

parabolico

(20+40)-2

Nella sezione D il taglio sara: T ,=T,,—0,=45,52— =—14,48[kN |

Sul tratto CE il taglio ¢ costante e pari a -14,48.

Nella sezione E ¢’¢ la reazione Rg , sulle due facce avremo tagli diversi: T ,y=—14,48[kN |
Tp=—14,48+86,45=T71,97[kN |

Nel tratto EH ¢ presente un carico costante q per cui il taglio variera con andamento lineare

Nella sezione F il taglio sara: 7, =T ;,—Q0.=71,97—20-2=-31,97[kN ]

Nella sezione F ¢’¢ la forza F , sulle due facce avremo tagli diversi: 7 ,,,=—31,97[kN |
T =T, s—F=31,97—40=—8,03[kN |

Sul tratto FG il varia in modo lineare.

Nella sezione G ¢’¢ la reazione R per cui il taglio vale T ,.=—48,02[kN ]

Momento

26,67 4701
-33,4
z mmHm C 343 E G
Wl RS-

11,05

Momento Flettente
56,05

Nella sezione A il momento ¢ M ,=0[kNm |
Nel tratto AB il momento varia in modo cubico in quanto il taglio varia in modo quadratico (il carico continuo varia
linearmente).

Nella sezione B il momento vale M ,=M ,— q-a%-Z a=—26,67[kNm ]

Nel tratto BC il momento ha un variabile con andamento cubico

Nella sezione Csiha M =M 4+T ;- 2a—2 qaz—gqa2=—26, 67+45,52:2—20-2-1 —%20. 1=11,05[ kNm]
Nel tratto CD il momento ha un variabile linearmente ~ M ;=M .+ T ,-a=11,05+(—14,48)-1=—23,43 [ kNm |
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Nella sezione D c’¢ la coppia C, il momento sulle due facce avra valori diversi
M =M p+(—C)=—3,34—30=—33,43[ kNm |

Nel tratto DE il momento ha un variabile linearmente ( T costante)
M =M ,p+T pp-a=—33,43+(—14,48)-1=—47,91 [ kNm ]

Nel tratto EF il momento ¢ variabile con andamento parabolico
71,98+31.98 5 _56.05[ kNim]
(71,98—-31,98)-2

+T
Nella sezione F il momento vale MF:ME+%-2a:—47,91 +

(TE_TF)'Z‘Z
MFIME+TF-2a+f:—47,91+31,98-2+

=56,05[ kNm |

Nella sezione G il momento € nullo

Deformata

Deformata

e s

La deformata deve passare per i punto B, E, G

Il carico continuo tra A ¢ B cosi come il carico continuo tra B e C ed il carico continuotraEe G .
La forza F tende a far abbassare le sezionitra E e G

La coppia in D tende a sollevare le sezioni alla sua destra e ad abbassare le sezioni alla sinistra
Le massime deformazioni non coincidono con le sezioni in mezzeria
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